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Lemme de Morse

Lemme 1. Soit Ag € GL,(R)NS,(R). Alors il existe un voisinage V de Ay dans S,,(R) et p: V,GL,(R) de
classe C' telle que pour tout A € V., on a ‘p(A)Agp(A).

Démonstration.
Etape 1 : Soit Ag € GL,(R)N S, (R). On pose :

X:| Mp(R) —  S,(R)
M —  ‘"MAM

Par régularité du produit et de la transposition des matrices, cette application est polynomiale, donc de classe
C'. Pour H € M,(R), on a :

X(In + H) — x(I,) = (I, + H)Ao(I, + H) — Ay = AgH + 'HA + "HAoH = (AoH) + AoH + o | H||)
Donc dxr, (H) = (AoH) 4+ AoH et H est dans Kerdy;, si, et seulement si, H est antisymétrique.

Etape 2 : On voudrait appliquer le théoréme d’inversion locale & x, mais comme dy;, n’est pas inversible, on
va devoir étre plus judicieux. Posons F = {H € M,(R) | AgH € S,(R)} et ¢ = x|p : F — Sp(R),onal, € F
et Kerdyy, = Kerdyy, NF = {0}. Comme F et S,(R) ont méme dimension, di;, est un isomorphisme, et
comme v est de classe C!, par le théoréme d’inversion locale, il existe U C F un voisinage ouvert de I,, tel que
1 soit un C!-diffeomorphisme entre U et V = (U).

Quitte & remplacer U par U’ = U N GL,(R), qui est un ouvert car U et GL,(R) le sont, on peut supposer que
U est inclus dans GL,(R). Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ag = ¥ (I,,) dans S, (R) avec :

VAeV, A= "("1(A) A (A)

On pose alors p = 9~ qui convient. O

Théoréme 2 (Lemme de Morse). Soient U C R™ un ouvert, f : U — R une fonction de classe C3, telle que
dfo = 0 et d?fo est non dégénérée de signature (p,n — p). Alors il existe deuz voisinages de l'origine dans R™,
liés par un C*-difféomorphisme ¢ : x +— u, avec p(0) =0 et :

f(:zr)—f(()):u%Jr...Jru?,—uﬁ_H7...—ui:2uff Z u?

1=1 1=p+1

Démonstration.

On commence par appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale sur f :

-t
1l

f(z) = f(0) + dfo(x) + /0 d? fop(x, x)dt = /0 (1 —t)d? fro(z, 2)dt

fol(l — t)d? f;,dt est une matrice symétrique réelle.

Ainsi, f(z) — f(0) = 2Q(z)z avec Q(z) =
1d?fo € GL,(R). Par le lemme, il existe V un voisinage de Q(0) dans

Ici, Q(x) est symétrique, avec Q(0) = é
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S, (R), et p:V — GL,(R) de classe C! tel que ‘p(A)Q(0)p(A) pour tout A € V.
Par continuité de @) (continuité sous intégrale), il existe W un voisinage de 0 dans R™ tel que :

VoeW, Q@) eV et Q) ="p(Q))Q0)(Q(x))
On pose M(z) = p(Q(z)) et y = M (z)z, on a alors : f(z) — £(0) = ‘yQ(0)y.
Comme Q(0) = %d2f0 est de signature (p,n — p), il existe A € GL,(R) telle que :

tAQ(O)A:(Ié’ 0 )

I,
En posant u = A"y, on a:

p n

t 6t
f(@) = £(0) = YQ(O)y = w'AQO) Au= ui — > uf

i=1 i=p+1

On pose alors p(z) = A~'M(z)z, on a bien ¢(0) = 0, et ¢ est de classe C! sur W. Puis, pour h € W, on a :
p(h) = (0) = AT M(h)h = A= M(0)h + o( [|1]])

Dot dpy = A~1M(0) qui est inversible. Par le théoréme d’inversion locale, ¢ induit un C!-difféomorphisme
entre deux voisinages de 0, ce qui donne le résultat.
O

Conclusion. Toute fonction de classe C3 est une application quadratique, & un C'-difféeomorphisme local prés,
dés que sa différentielle est nulle et sa hessienne non dégénérée. <
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